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^ ■ ResumS 

Get article presente des methodes de controle du bas du spectre du Laplacien Aq sur 
_ des surfaces hyperboliques de volume infini. Nous commengons par donner une borne 

P^i ■ superieure du Aq pour une surface geometriquement finie en fonction de la geometric du 

coeur convexe. Nous nous interessons ensuite a des surfaces de genre infini periodiques, 
tk'I construites en recollant des copies d'une surface geometriquement finie a bord selon le 

plan d'un graphe infini. Nous controlons le Aq de la surface infinie ainsi obtenue par 
des constantes issues des proprietes spectrales de la cellule elementaire et des donnees 
combinatoires du graphe. Nous generalisons ensuite ces methodes pour controler le Aq 
J3 ' de deux autres types de surfaces de genre infini : celles qui admettent un decoupage en 

morceaux bornes, et certains revetements riemanniens. 
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Introduction 

Nous cherchons dans cette etude a relier certaines proprietes geometriques des surfaces 
de Riemann munies d'une metrique hyperbolique de volume total infini avec le bas du spectre 
du Laplacien associe a cette metrique. Nous emploierons indifferemment pour notre probleme 
les termes surface de Riemann et surface hyperbolique, et cela sous-entendra toujours que 
nos varietes sont orientables. Nous commengons par nous interesser au cas geometriquement 
fini, c'est-a-dire lorsque le groupe fondamental de notre surface est de type fini. Elle se 
decoupe alors canoniquement en une partie convexe de volume fini, son ccEur convexe, a 
laquelle viennent se greffer des cylindres topologiques de volume infini que nous appellerons 
des vasques (voir Section [TTTll . Nous utilisons alors un resultat de |Buser| pour controler 



la valeur du bas du spectre en fonction de I'aire (hyperbolique) du coeur convexe et des 
longueurs des geodesiques qui le bordent, pour obtenir a la Section [2] 

Theoreme 0.1. // exists une constants i?2 > tells qus si M sst uns surface hyperbolique 
complete, nan compacte et geometriquement finie, C{M) son coeur convexe et Xo{M) le bas 
de son spectre, alors 

^°^^^ - ^^Vol(C(M))- 



Nous utilisons pour cela une methode identique a celle employee dans |Canary| pour 
montrer un resultat analogue pour les varietes hyperboliques geometriquement finies de di- 
mension 3. Nous montrons a la Section 12.21 que lorsque Ton pince uniformement les geode- 
siques qui bordent le coeur convexe, des methodes developpees par B. Colbois et Y. Colin 
de Verdiere permettent d'obtenir un controle plus precis du bas du spectre en fonction des 
memes invariants. Ces deux methodes nous permettent d'obtenir une condition suffisante 
pour I'existence d'une fonction propre associee au bas du spectre. 

Nous nous interessons ensuite a certaines surfaces hyperboliques dont le tti n'est pas de 
type fini, que nous appelons periodiques au sens ou elles reproduisent une infinite de fois la 
meme cellule selon le plan d'un graphe a valence constante. Notons Ao(M) le bas du spectre 
d'une surface infinie periodique M, et Xq{C) le bas du spectre de la cellule elementaire avec 
condition de Neumann aux bords. Toutes ces notions sont definies a la Section II. 2[ Notre 
resultat principal est le suivant : 

Theoreme 0.2. Soit M une surface hyperbolique sans bord modelee sur un graphe G a partir 
d'une cellule C a trou spectral positif, 

MM) > \^{C) 

avec egalite si et seulement si G est moyennable. 

On note \){G) la constante de Cheeger du graphe, et HoiG) le bas du spectre de son 
Laplacien combinatoire (voir Section [3.2p . Notre demonstration donne en fait un resultat 
plus precis que celui-ci : 



Theoreme 0.3. Soit M une surface hyperbolique sans bord modelee sur un graphe G a partir 
d'une cellule C a trou spectral positif, on a 

A^(C) + A^^loiG) < Ao(M) < X^iC) + A2t)(G), 

ou Ai et A2 > sont des constantes qui ne dependent que de la longueur des geodesiques de 
dC , du nombre de composantes de bord et de proprietes spectrales de la cellule. 

Nous montrons ensuite que la meme methode s'adapte et permet d'obtenir un resultat 
analogue pour des surfaces non periodiques qui admettent un decoupage borne (voir Section 

Theoreme 0.4. Soit M une surface hyperbolique telle que 

ou les Ci sont des surfaces hyperboliques d'interieurs disjoints a bords geodesiques, telles qu'il 
existe des constantes k,K,ri,v > 0, avec 

yieZ,k< i{a) <K etk< Vol(a) < K, 

oil a parcours V ensemble des composantes de dCi, 

VzGZ,Af(Q)>r7, 

et le nombre de composantes de bord de Ci est borne par v. 

II existe des constantes Ai et A2 ne dependant que de k, K,rj et v telles que 

Ai^io{G)<\o{M)<AMG). 

Enfin, nous adaptons notre methode pour I'appliquer an cas de certains revetements 
riemanniens. Les travaux les plus connus reliant la moyennabilite d'un groupe de revetement 
avec des resultats sur le spectre du Laplacien des varietes concernees sont certainement ceux 
de Robert Brooks |Brooksl| et |Brooks2| . Le resultat suivant est sans doute le plus abouti 
sur cette question, et le plus proche de nos considerations : 

Theoreme 0.5 (Brooks, 86). Soit p : M ^ Mi un revetement riemannien galoisien, et 
r = 7ri(Mi)/7ri(M) son groupe de revetement. Si M possede un domaine fondamental F 
pour Faction de T verifiant la propriete (Br), alors 

Ao(M) > Ao(Mi) 

avec egalite si et seulement T est moyennable. 

Ce domaine F joue ici le meme role que notre cellule C dans les enonces precedent. La 
propriete (Br) est une propriete technique sur les caracteristiques spectrales de F difficile 
a controler, que nous explicitons a la Section I4.2[ Les seuls exemples que donne Brooks de 
varietes verifiant cette proprietes sont les varietes hyperboliques sans cusp a trou spectral 
positif. On retrouve done des hypotheses tres proches de celles de nos resultats. La Section 
14.21 detaille les recoupements et les differences de ces travaux avec les notres, qui aboutissent 
dans cette situation au theoreme : 



Theoreme 0.6. Soit Mi une surface hyperbolique a trou spectral positif, et M ^ Mi un 
revetement riemannien galoisien de groupe de revetement T de type fini. Supposons qu'il 
existe un domaine fondamental F dans M pour V action de V dont le bord est une union de 
geodesiques fermees. 

Alors il existe des constantes Ai et A2 ne dependant que de proprietes spectrales de Mi 
et de la longueur des composantes de dF telles que 

Ao(Mi) + A^o(r) < Ao(M) < Ao(Mi) + A^T). 

Notre etude se conclut par la presentation de quelques questions que ce travail pose 
naturellement. 

Nous presentons en appendice la demonstration du theoreme cle qui permet de passer 
d'une surface construite par recollement de cellules a un revetement riemannien. II s'agit 
d'une caracterisation du bas du spectre du Laplacien sur une variete M quelconque, avec 
condition de Neumann au bord, que nous notons A < A^(M) : 

Theoreme 0.7 (Sullivan, 87). Pour tout reel A, il existe une fonction (p C°° A-harmonique 
positive sur M avec condition de Neumann sur dM si et seulement si X < Xq{M). 



Ce resultat est du a |Sullivan| dans le cas sans bord, et nous reprenons avec plus de 



details sa demonstration basee sur la theorie de la diffusion, en I'adaptant a la presence 
eventuelle d'un bord. 

Je remercie vivement Gilles et Gerard de m'avoir laisse vagabonder a la recherche de 
surfaces de genre infini sur lesquelles je pouvais dire quelque chose, ainsi que pour leur 
soutien au long de ce periple ; merci aussi a Constantin Vernicos et Frangoise Dalbo pour 
leurs questions et remarques qui ont bien etoffe cette etude, et a Didier Piau pour son aide 
precieuse et patiente lors de la redaction de I'appendice. 

1 Preliminaires 

Nous donnons ici quelques definitions et resultats elementaires sur les surfaces hyper- 
boliques et sur I'etude du spectre du Laplacien sur ces surfaces que nous emploierons par 
la suite. Bien qu'en principe suffisante pour comprendre les resultats de notre article, cette 
section ne pretend pas etre une introduction complete a ces sujets, et il est vivement conseille 
au lecteur interesse de se reporter a la bibliographic citee. 

1.1 Surfaces hyperboliques 

Une surface hyperbolique M est une variete de dimension 2 munie d'une metrique rie- 
mannienne a courbure constante egale a —1. Si M est simplement connexe, alors M est 
isometrique au disque unite muni de la metrique de Poincare ; sinon M est isometrique au 
quotient du disque par un sous groupe discret de PSL2(M.). Toute surface hyperbolique 
compacte M (eventuellement a bord geodesique) pent etre realisee comme reunion finie de 
pantalons hyperboliques relies deux a deux le long de bords geodesiques de longueurs iden- 
tiques. La metrique hyperbolique de M est completement determinee par les longueurs des 
bords de ces pantalons et un parametre de raccordement pour chaque geodesique commune 



a deux pantalons, appele angle de twist. On pourra se reporter a |Be-Pe| . chapitres B et D 
pour plus de details. 

Une surface hyperbolique quelconque est la reunion de pantalons (compacts) dont les 
bords sont de longueurs positives, de pantalons non compacts dont certains bords sont de 
longueurs nulle et rejetes a I'infini (le voisinage d'un bord de longueur nulle, necessairement 
non compact, est appele un cusp), et de composantes de volume infini que nous appellerons 
des vasques, connues aussi sous le nom de « funnel » ou « expanding ends » , homeomorphes 
a des cylindres, dont un bord est une geodesique reliee a I'un des pantalons ou une autre 
vasque, tandis que I'autre bord est renvoye a I'infini. 

Nous aurons besoin par la suite d'ecrire precisement la metrique hyperbolique sur un 
voisinage d'un cusp et an voisinage d'une geodesique fermee. Pour tout point p d'une variete 
riemannienne M, on note inj{p) le rayon d'injectivite de M en p. On appelle partie e-mince 
I'ensemble des points de M ou le rayon d'injectivite est inferieur a e, partie e-epaisse son 
complementaire. Pour tout e > 0, un cusp possede une partie e-mince ; void une fagon d'ecrire 
sa metrique (voir |Be-Pej p 151) : 

Proposition 1.1. Soit Pc un pantalon d cusp, e > inferieur a la longueur de la plus petite 
geodesique fermee de Pc, et 

V, = {p e Pc : in]{p) <e} 

. Supposons Ve connexe, c'est-d-dire que Pc ne presente qu'un seul cusp. Alors K est isome- 
trique d S"*^ x [0, oo[ muni de la metrique 

ds' = e-^\^fde + dr\ 

ZTT 

Corollaire 1.2. Avec les notations precedentes, le volume de K vaut e. 

Toute geodesique fermee dans une surface hyperbolique admet un voisinage homeo- 
morphe a un cylindre que nous appellerons un collier, d'autant plus large que la longueur 
de la geodesique est petite. Sur ce voisinage, la metrique hyperbolique s'ecrit sous la forme 
suivante (voir |Colbois| ) : 

Proposition 1.3 (Lemme du Collier). Soit a une geodesique fermee de longueur I contenue 
dans I'interieur d'une surface hyperbolique M, alors a admet dans M un voisinage isome- 
trique d §^x] — m{l),m{l)[, oil a = E>^ x {0}, muni de la metrique 

I 

avec 

m{l) = argsinh(-^). 

Les coordonnees {9, r) ainsi decrites s'appellent coordonnees de Fermi sur le voisinage 
collier de a. Si a est I'intersection entre un pantalon et une vasque, la metrique hyperbolique 
sur la vasque s'ecrit egalement en coordonnees de Fermi 

/ 

pour {9,r) G S^ x [0, oo[. Si a est une composante de bord de M, a possede toujours un 
voisinage (relatif) collier dans M qui s'ecrit {9,r) G S^ x [0,m(/)[ muni de la metrique de 
Fermi. 



ds^ = {—fch.\d9 + dr^, 



ds^ = i—fch\d9 + dr^, 




Fig. 1 - La composante connexe a I'avant plan est le coeur convexe de la surface, avec un 
cusp 



Definition 1.1. Soit M une variete hyperbolique (de dimension quelconque), son coeur 
convexe C{M) est le plus petit convexe de M tel que C(M) soit homeomorphe a M (voir 
Fig.l). On dit que M est geometriquement finie si et seulement si le volume de son coeur 
convexe est fini. 

Dans le cas des surfaces hyperboliques qui nous interesse, le coeur convexe n'est rien 
d'autre que M privee de toutes ses vasques. Comme le volume d'un pantalon, eventuellement 
a cusp, est fini uniformement minore (c'est un invariant topologique par la formule de Gauss- 
Bonnet), nous voyons que le volume de C{M) est fini si et seulement si M est la reunion 
d'un nombre fini de pantalons, pantalons a cusps et vasques, c'est a dire lorsque son groupe 
fondamental est de type fini. Ces deux notions ne sont plus equivalentes en dimension plus 
grande, voir par exemple [Canary). 

Nous travaillerons egalement sur des surfaces qui ne sont pas geometriquement finies. 
Nous supposerons toujours qu'elles sont reunion denombrable de compacts : elles sont alors 
necessairement reunion denombrable de pantalons compacts, de pantalons a cusps et de 
vasques. 

Dans le cas geometriquement fini, nous nous efforcerons a la Section [2] de relier le vo- 
lume et la longueur du bord du coeur convexe aux elements spectraux que nous presentons 
maintenant. 

1.2 Elements de theorie spectrale 

Le lecteur voulant entrer dans les details de ce que nous presentons maintenant sans 
demonstration pourra se referer a [Chavel] . 

Soit M une variete riemannienne. Nous appelons Laplacien I'operateur A defini sur toute 
fonction C^ sur M (a valeur reelle) par 

A/ = div(grad/) = -Trace(V.(V/)), 



ou V est la connexion de Levi-Civita (et done le gradient usuel lorsqu'elle s'applique a une 
fonction differentiable sur M) . Notons que nous choisissons pour le Laplacien une convention 
de signe opposee a celle utilisee dans |Chavel| et dans la plupart des publication americaines. 
Notre convention, utilisee par nombre de geometres frangais, a I'avantage de donner un 
operateur defini positif, comme le montre la Formule de Green ci-dessous. Le lecteur est de 
toutes fagons invite a se mefier fortement des signes toutes les fois qu'il se referera a un 
article traitant du Laplacien, quelle que soit la nationalite de son auteur ! ! 

A I'aide de I'expression des operateurs gradients et divergence, on pent exprimer locale- 
ment le Laplacien comme operateur differentiel dans un systeme de coordonnees a partir de 
I'expression de la metrique. La seule expression explicite qui nous intessera ici est celle du 
Laplacien sur le voisinage collier d'une geodesique fermee de longueur / en coordonnees de 
Fermi : la formule de |Chavel| . p 5 devient 

Si M est une variete a bord, nous dirons qu'une fonction / de classe C^ sur M verifie les 
conditions de Dirichlet si elle est nulle sur dM, et les conditions de Neumann si son gradient 
verifie en tout point x G dM : 

ou Ux est la normale au bord au point x considere. Sauf dans notre appendice, nous nous 
placerons toujours dans I'un de ces deux cas, ce qui nous permet d'ecrire le resultat suivant 
sans terme de bord. 

Proposition 1.4 (Formule de Green). Soient f,g deux fonctions de classeC"^ sur M verifiant 
les conditions de Neumann ou de Dirichlet sur dM si dM ^ %, alors 



Afg = / v/.v^. 

M J M 

On definit Ti}{M) comme I'ensemble des fonctions / G L'^{M) telles que le gradient de 
/ au sens des distributions est un champ de vecteur de L'^{M) que nous noterons encore V/. 
T-C^{M) muni de la norme 

2 



H^iM) — II/IIl2(M) + II^/IIl2(M) 

est alors un espace de Hilbert, et I'ensemble des fonctions C°° a support compact dans M est 
dense dans Ti}{M). On definit I'espace TCq{M) comme le complete dans 7i^(M) de I'ensemble 

o 

des fonctions C°° a support compact dans M- On pent alors definir sur H^{M) ou sur HKM) 
la forme quadratique energie de Dirichlet (ou simplement energie) : 

Dir(/) = ||V/||i.(^,). 

L'operateur non compact qui est associe a cette forme quadratique est I'extension de Friedrich 
du Laplacien (defini precedemment pour des fonctions C^) a Ti}{M). Lorsque M a un bord, 
si nous effectuons cette extension sur Ti}{M), nous obtenons le Laplacien avec conditions de 
Neumann, tandis que si nous la limitons a Hl{M), nous obtenons le Laplacien avec conditions 
de Dirichlet. Nous noterons dans tons les cas A ces extensions et le contexte precisera si nous 
travaillons avec des fonctions C^ ou dans 7i^, ainsi que les conditions au bord considerees. 



Le spectre du Laplacien est I'ensemble des A G M tels que A — A vu comme operateur sur 
un espace hilbertien (7i^(M) ou TCl{M) suivant les situations) n'est pas inversible. D'apres 
la formule de Green, c'est un sous-ensemble de M"*". On appelle bas du spectre sa borne 
inferieure, notee Ao(M) pour M sans bord, A^(M) pour le bas du spectre avec condition de 
Neumann, et \q{M) pour le bas du spectre avec condition de Dirichlet. On a toujours : si 

^o(M)=inf{^|^} 
/ 



oil / parcourt I'ensemble des fonctions de li}{M) ; si dM ^ 0, 

oil / parcourt I'ensemble des fonctions de 7Y^(M), et 

oil / parcourt I'ensemble des fonctions de 7i\{M). Pour toute fonction / de Ti} (par exemple 
C^ par morceaux), on appelle 

liv/lp 



son quotient de Rayleigh. 

On dit qu'une fonction / est \-harmonique si A/ = A/, et fonction propre du Laplacien 
associee a la valeur propre A si elle est dans Ti,^ et A-harmonique ; A est alors appelee valeur 
propre du Laplacien. Une valeur propre est necessairement un point du spectre, done positive. 
Si M est compacte, on montre que le spectre est I'ensemble (discret) de la suite de ses 
valeurs propres, qui sont alors de multiplicite finie. Pour M de volume fini, Aq = est valeur 
propre associee aux fonctions constantes. Lorsque M n'est pas de volume fini, I'existence 
de fonctions propres (et done de valeurs propres) n'est pas assuree. Le resultat suivant, que 
nous utiliserons souvent par la suite, regroupe plusieurs theoremes classiques : 

Theoreme 1.5. S'il existe une fonction ipo E 7i^(M) (resp. dans TiKM)) telle que son 
quotient de Rayleigh soit egal a \q (M) (resp. \q{M)). 

o 

Alors ipo est strictement positive sur M , de classe C°° sur M , et est fonction propre du 
Laplacien avec condition de Neumann (resp. de Dirichlet) aux bords. Toute fonction propre 
du Laplacien associee a la valeur Xq est done proportionnelle a ipQ. 

Definition 1.2. Soit M une variete verifiant les hypotheses du theoreme 1.6, on note 



Ai = mf{^i^ / ^09 = 0} 
I I/I I Jm 



on les fonctions / sont prises dans TC^{M) ou HKM) suivant le cas considere, et on appelle 

rj = \i — Xq > \e trou spectral de M. 

Lorsque M est compacte (avec ou sans bord) le trou spectral de M est done strictement 
positif. Dans la suite de notre etude, nous decouperons regulierement les surfaces etudiees 
en morceaux disjoints. Le lemme elementaire suivant nous sera alors utile : 



Lemme 1.6. Si M' C M sont deux varietes completes a bords compacts, alors 

A^(M) > min(A^(M'),A^(M\M')). 

Demonstration. Soit / G 1-(}{M)^ on a / = f\M' G 7Y^(M'), et son gradient (au sens des 
distributions) sur M' est un champ de vecteurs qui verifie 

V/(x) = V/(x). 

De meme, f\M\M' ^ TC{M\M'). De plus, pour tons nombres positifs a,b,c,d, 

a + b a b 
> mmj-, -|. 

c + d~ ^c d^ 

On a done 

IIV/II! > „„„{^M,l|V(/-./)ll'} > ,„i„{Aj'(Af).Aj'(AAM')}. 



11/ -/IP 
Ce resultat etant valable pour toute fonction / G 7Y^(M), on a bien 

A^(M) > min{A^(M'},A^(M\M')). 



D 



Certaines de nos surfaces auront des proprietes de symetrie, que nous utiliserons pour nos 
problemes spectraux a I'aide du resultat suivant : 

Proposition 1.7. Soit M une variete riemannienne (eventuellement a bord) munie d'une 
isometric I d'ordre fini v. Si le bas du spectre de M est atteint par une fonction ipQ, alors ipo 
est invariante par I. 

Demonstration. D'apres le Theoreme ll.51 ipo est I'unique fonction propre associee a la valeur 
propre Aq. Or, posons 

"iio = i^o + ^0 o I + ... + ^0 o r-\ 

cette fonction est invariante par J et on a encore 

A^o = Ao^o- 
II existe done une constante k telle que \E'o = kipo, qui ne pent etre nulle puisque ipo est 

o 

strictement positive sur M d'apres le Theoreme ll.Si On a done ipo^ I = V'o- D 

Corollaire 1.8. Soit M une variete riemannienne (eventuellement a bord avec condition de 
Neumann) munie d'une isometric I d'ordre fini v, alors 

llVflP 



ou f parcourt V ensemble des fonctions C°° a support compact dans M invariantes par I. 



Demonstration. Soit (f/j)j une suite croissante d'ouverts a fermetures compactes de M tels 
que 

i 

il existe une suite d'ouverts a fermetures compactes {¥{){ invariants par I tels que pour tout 

h 

En particulier, M est I'union des {V^}. Comme I'ensemble des fonctions a support compact 
dans M est dense dans TC^{M), on a 

Ao(M)=inf inf "^^" 



i f&c^v, ||/||2 
D'apres la proposition precedente, pour tout i, 

inf ^^ 

/GC-y, ||/||2 

est atteint par une fonction invariante par /, ce qui conclut notre demonstration. D 

1.3 Geometrie spectrale des surfaces hyperboliques 

Par la suite, nous ne travaillerons que sur des surfaces hyperboliques. Nous presentons 
ici quelques uns des resultats connus sur le spectre du Laplacien sur ces surfaces, qui sont 
a I'origine des motivations de cet article, et permettent en particulier de comprendre les 
hypotheses de nos theoremes dans un cadre plus general de geometrie hyperbolique. 

Remarque 1.1. La plupart des resultats presentes dans cette section sont valables en dimen- 
sion plus grande en adaptant simplement certaines constantes. Pour plus de details a ce 
sujet, le lecteur est invite a consulter les references citees. 

Le resultat suivant demontre dans [Donnelly] assure, suivant la valeur de Aq, I'existence 
d'une fonction propre associee sur une surface de Riemann : 

Theoreme 1.9. Soit M une surface hyperbolique geometriquement finie non compacte, alors 
la demi-droite [1/4, oo[ est dans le spectre du Laplacien, et tout point du spectre dans [0, l/4[ 
(s'il y en a) est associe a une valeur propre de multiplicite finie. 

Corollaire 1.10. Sous les hypotheses du theoreme precedent, on a : 

Ao(M) < 1/4; 

Si Ao(M) < 1/4, alors Aq est une valeur propre simple associe a une fonction propre positive 

i)Q et 

1 
Ao < Ai < - : 

le trou spectral de M est done strictement positif et inferieur a 1/4. 

Dans cet enonce, le Ai et le trou spectral correspondent a la Definition II. 2[ Dans le cas 
geometriquement fini, on a done une distinction importante entre la situation Aq < 1/4 et 
Aq = 1/4. Cette distinction pent aussi se comprendre a I'aide du resultat suivant, valable 
pour M geometriquement finie ou infinie, demontre par exemple dans [Sullivan] : 



Theoreme 1.11 (Sullivan). Soit M = H^/F et 6 I'exposant critique de Poincare de T, on a 

S{1 - 6) St 5> 1/2 



^°^^)-^ 1/4 St 6 < 1/2. 
Corollaire 1.12. On a toujours \o{M) < 1/4. 

Si M est geometriquement finie, 6 est aussi la dimension de Hausdorff de son ensemble 
limite. Ces notions d'exposant critique de Poincare et d'ensemble limite d'une surface hy- 
perbolique sont bien connues des personnes etudiant la geometric hyperbolique et la theorie 
ergodique des groupes discrets. Le theoreme de Sullivan permet d'exprimer la plupart de nos 
resultats sur le bas du spectre comme des resultats sur I'exposant critique, mais nous n'uti- 
liserons pas ce point de vue dans cette etude. Le lecteur interesse par ces question est done 
invite a se referer, par exemple, a [Sullivan] ou [Canary 



A la Section [3l nous nous interesserons a des surfaces a bord geodesique dont le trou 
spectral est positif. Les resultats ci-dessus s'appliquent dans le cas a bord : il sufiit de faire 
le double de la surface le long de son bord (voir Corollaire 13.31) . Nos exemples principaux 
seront done des surfaces compactes ou des surfaces geometriquement finies non compactes 
dont le bas du spectre est plus petit que 1/4. Un calcul explicite de I'exposant critique 
montre que pour toute surface hyperbolique M, des que M presente un cusp 6 > 1/2 et done 
Ao(M) < 1/4 lorsque M est geometriquement finie (voir par exemple [Mac Mullen] p 7). En 
I'absence de cusp, le Theoreme 10.11 que nous demontrons maintenant donne une condition 
sufiisante pour avoir Aq < 1/4. 

2 Cas geometriquement fini 

2.1 Controle du bas du spectre par la geometrie du cceur convexe 

L'objectif de ce paragraphe est de demontrer le Theoreme 10.11 qui permet, dans le cas 
general d'une surface hyperbolique non compacte geometriquement finie, de controler le bas 
du spectre a partir de la geometrie de son coeur convexe. Ce paragraphe est une adaptation 
aux surfaces hyperboliques du resultat demontre par R.D.Canary dans [Canary ] pour les 



varietes hyperboliques de dimension 3 : bien qu'un analogue du theoreme l2.2l soit deja contenu 
dans [Buser], la demonstration que nous presentons ici est due a Canary. Rappelons que nous 
utilisons une convention de signe pour le Laplacien differente de celle de Canary. 

Lemme 2.1. Pour tout n G N, n > 2, il existe une constante R^ t.q. pour toute variete 
complete non compacte M dont la courbure de Ricci est minoree par — (n — 1), si f est une 
fonction \-harmonique sur M, A > 0, alors 






2 ^ -^n- 



Demonstration. D'apres le theoreme 1.2 de |Li-Yau] rappele dans [Canary] , si u{x,t) est une 
solution positive de I'equation de la i 
une variete de dimension n sans bon 
par — (n — 1), alors pour tout a > 1, 



solution positive de I'equation de la chaleur (A + ■^)u{x,t) = sur M x (0, oo) ou M est 
une variete de dimension n sans bord dont la courbure de Ricci est bornee inferieurement 



|Vup aUf nQ^{n — 1) ^ na^ 



u^ u y/2{a - 1) 2t 



Si f est une fonction A-harmonique positive sur M, u{x,t) = e~^^f{x) est une solution 
positive de I'equation de la chaleur. En posant a = 2 et en faisant tendre t vers I'infini, la 
maj oration precedente donne alors : 



/ 
II suffit done de poser 



iVfP 

^^ < 2V2n{n - 1) - 2A. 



Rl = 2V2n{n-l). 

n 



Theoreme 2.2 (Lemme de Buser). Si M est une variete de dimension n complete nan 
compacte sans bard dont la courbure de Ricci est bornee infer ieurement par —{n — 1), alors 

Ao(M) < Rnh{M) 

oil [)(M) est la constante de Cheeger de M et Rn ne depend que de n. 

Demonstration. On note V la mesure riemannienne sur M ei Aid, mesure induite sur les 
sous-varietes de M de co-dimension 1 et on rappelle qu'alors, la Constante de Cheeger de M 
est definie comme 

oil M' parcourt I'ensemble des domaines compacts de M. On ne perd pas en generalite 
a supposer que Aq > 0. On sait d'apres le Theoreme 10.71 qu'il existe alors une fonction Aq- 
harmonique positive / sur M. D'apres le LemmeEHl il existe une constante i?„ ne dependant 
que de n tq 

\^{x)\<Rn. 

De plus, comme V(log/) = Vf/f, on a 

iVfP 
Alog/ = Ao + ^^>Ao. 

Soit M' un domaine de M relativement compact a bord C^ par morceaux, d'apres la 
formule de Stokes, 

/ A{\og f)dV= f ^-^dA{w), 

Jm' JdM' J OVw 



avec par definition 



on a done 



1 df 

--^dA{w) < RnA{dM'] 

dM' J (y^w 

Comme de plus, d'apres ci-dessus, 

A(\ogf)dV>XoV{M') 



I 

JM' 



on obtient que pour tout domaine M' de M a bord C^ par morceaux 

A{dM') 



d'ou par definition de [)(M) : 



Ao < Rn^{M). 



n 

Le theoreme 10.11 s'enonce alors precisement : 

Theoreme 2.3. Si M est une surface hyperbolique complete, non compacte et geometrique- 
ment finie, on a 

Demonstration. Pour e > 0, posons 

C,{M) = C(M)nMe(e) 

oil Me(e) designe la partie e-epaisse de M (voir Section [TTTl) . Pour e suffisamment petit (en 
particulier plus petit que la longueur de la plus petite geodesique fermee), Ce{M) est le coeur 
convexe de M dont on a retire la partie e-mince de ses cusps , qui sont en nombre fini Nq. 
On a done 

iidC,{M)) = i{dCiM)) + Noe 

et d'apres le CoroUaire 11.21 

Vol(a(M)) = Vol(C(M)) - A^oe. 
Comme Ce{M) est compact, on a pour tout e > 0, 

^^ ^ - voi(a(M)) 

le resultat desire suit en faisant tendre e vers 0. D 

2.2 Pincements de geodesiques et spectre de graphes 

On presente ici tres succinctement les resultat de la methode developpee par Bruno 
Colbois et Yves Colin de Verdiere dans [Colboisj . puis |Colbois-Colin| 



Soit M une surface hyperbolique complete sans bord, 71, ...,7a; des geodesiques fermees 
de M decoupant M en N+n morceaux Mi, ..., M^, M^r+i, ..., Mjy+n, oil on suppose que pour 
1 < 2 < A^, les Mj, sont de volume fini et pour i > N^ les Mj sont de volume infini. Soit G 
le graphe a A^ + n sommets, oii deux sommets ietj,l<i<j<N + n sont relies si et 
seulement si Mi fl Mj 7^ 0. On a alors Mi fl Mj = ■ja, avec 1 < a < A;, et on assigne a I'arete 
{i,j} la longueur la = ^(7«)- On a done un graphe a N + n sommets et k aretes. 

On note I'ensemble des sommets S = Si U 6*2, oii Si = {1,...,A^} correspond a ceux 
associes aux parties de volume fini, et S2 aux autres. On considere I'ensemble des fonctions 
de S dans M, nulles sur S2, de carre sommable pour la mesure 



ou V^ = Vol(Mj) si 2 G 5*1, Vi = sinon ; on note cet ensemble L^(S'i,/i). 

Nous appellons dans cette partie Laplacien combinatoire sur G I'operateur lineaire as- 
socie a la forme quadratique q sur L^(S'i,/i) definie par 

k 
qif) = -J2^aifita)-fija))^ 



TT 



ou ia et ia sont les extremites de I'arete correspondant a la geodesique de decoupage a. En 
supposant 5*2 non vide, cet operateur a N valeurs propres 

Soit e > et M*" I'unique surface hyperbolique obtenue en imposant a chaque geodesique 
7a la longueur ela (voir Section ll.ip . 

Theoreme 2.4 (Colbois, Theoreme 1). En gardant les notations precedentes, pour e suffi- 
samment petit, les N premieres valeurs propres simples du Laplacien sur M^ (eventuellement 
egales, associees a des vecteurs propres independants) Ag < ... < X%_i existent et verifient 
lorsque e — > 

A- ~ e/ii. 

Si on applique ce resultat en pingant uniformement toutes les geodesique qui forment le 
bord du cceur convexe, on obtient a la limite un resultat plus precis que le Theoreme 10.11 : 

Proposition 2.5. 

i{dC{M)) 



Aq ~e- 



7rVol(C(M))' 

Demonstration. Ici, U^Ta = dC{M) ; le coeur convexe est le seul morceau de volume fini, les 
autres (des vasques hyperboliques) sont de volume infini. On a done ^i = {s}, et pour toute 
fonction x : S'l ^ M, on a 



q{x) = -yUx{s)y = -i{dC{M))x'' 

7r ' ^ TT 



a 

La premiere valeur propre de q pour le produit scalaire 

fi{x,y) = J2v^x{^)y{^) = Vo\{C{M))xy 



ieSi 



est done 



le Theoreme 12.41 nous donne alors 



i{dC{M)) 
tJ'O - 



7rVol(C(M))' 

i{dC{M)) 
°^ 7rVol(C(M))' 



D 



Remarque 2.1. Les resultats que nous etablirons dans la section suivante necessiterons des 
surfaces (a bords) dont le trou spectral (avec condition de Neumann) est positif. Le Theoreme 
lO.ll et la Proposition [23] assurent que Aq < 1/4 des que la longueur du bord du coeur convexe 
devient petite devant son volume. D'apres le Theoreme 11.91 c'est une condition suffisante 
pour qu'il existe une fonction propre associee an bas du spectre et que le trou spectral soit 
positif. 



3 Surfaces geometriquement infinies periodiques 

Nous presentons dans cette section des resultats de controle du spectre de certaines 
surfaces geometriquement infinie, c'est a dire de genre infini (voir Section [TTT]) . A partir d'une 
surface hyperbolique geometriquement finie (la cellule) et d'un graphe, nous allons contruire 
toute une famille de surfaces hyperboliques geometriquement infinies, dont certaines auront 
un bas du spectre strictement positif : nous le caracteriserons alors en fonction du bas du 
spectre de la cellule et du graphe sous-jacent. 

3.1 Construction d'une surface modelee sur un graphe a valence 
constante 

Soit C une surface hyperbolique, pas forcement compacte ni geometriquement finie, dont 
le bord est constitue de v geodesiques fermees distinctes et de meme longueur : 

oil les a^ sont disjointes. On suppose que C est muni d'une isometric J d'ordre v telle que 
pour tout 1 < p < f — 1, 

J(aP) = aP+\ 

et que le trou spectral 

V = xnc) - Kic) 

est positif (voir Section [TT2l ). Cela signifie en particulier que C admet une fonction propre ipo 
associee a la valeur Aq. C'est toujours le cas lorsque M est de volume fini (compacte ou avec 
cusp d'apres la section [TT]) ; dans le cas ou C est geometriquement finie de volume infini, si la 
longueur du bord du coeur convexe est suffisamment petite devant son volume, la remarque 
qui conclut la section precedente donne des conditions pour que ce soit le cas. 

On considere un graphe G = (V, E) de valence constante v, dont les sommets sont 
indexes par N : V = {xjjjgN, et on note i ~ j si et seulement si (i, j) G E. On se donne une 
famille de copies de C notees {CjjjgN, dont on note les composantes de bord (af),i<A:<t,, et 
une famille d'isometries (pi : Ci ^ C telles que pour tons I < p < v, 

0i(af) = a^ 



Definition 3.1. On dira qu'une surface hyperbolique M est modelee sur le graphe G d partir 
de la cellule C si et seulement si on a 



M = ]Ja/ 



ou ~ est une relation d'equivalence qui identifie af a aj via (0j)^^ o J^~^ o (pi si et seulement 
si 2 ~ j et af et a^ ne sont identifies a aucun autre a^ (voir Fig. 2 & 3). 

Remarque 3.1. Nous n'affirmons pas que, si la cellule et le graphe sont fixes, notre construc- 
tion definit une surface de genre infini de fagon unique (ce qui necessiterait de definir ce 
que I'on entend par unique). Pour la suite de notre etude, il nous suffit de savoir que notre 
surface de genre infini pent etre obtenue de cette maniere. 




Fig. 2 - Surface modelee sur 1? a partir d'un tore a 4 composantes de bord 



Remarque 3.2. On pourrait supposer que chacune des v composantes ctj de la cellule C 
est composee de plusieurs composantes connexes, chacune geodesique, et que I'isometrie J 
echange les a^ globalement. Tons nos resultats restent valables dans ce cas : les demonstra- 
tions s'adaptent aisement, mais elles prennent une lourdeur inutile. Pour plus de clarte, nous 
supposerons toujours par la suite que chaque composante de bord ai est composee d'une 
unique geodesique. 

On notera toujours Cj = Cij ~ chacune des parties de M, toutes isometriques a C . 
Nous noterons desormais le bas du spectre de la cellule avec condition de Neumann 

A^(C7) = Ao. 

Nous obtenons facilement une premiere minoration du spectre d'une surface modelee sur 
un graphe : 

Proposition 3.1. Pour toute surface M modelee sur le graphe G a partir de la cellule C, 
on a 

Ao(M) > Ao. 

Lemme 3.2. Pour toute partie Mf de M contenue dans un nombre fini de cellules, son bas 
du spectre avec condition de Dirichlet verifie 

X^iMf) > Ao^(C) = Ao. 

Demonstration. II suffit de modifier legerement la demonstration du Lemme [L6l pour obtenir 
le resultat suivant : si M est la reunion de Mi U . . . U M^ dont les interieurs sont disjoints, 
alors 

A^(M) > min(A^(Mi), . . . , A^(Mfc)). 

k 

Soit M une reunion d'un nombre fini de copies de C d'interieurs dsijoints, telle que Mf C M, 
d'apres 1' argument precedent _^ 

A^(M) > Ao. 




n 



Fig. 3 - Surface modelee sur I'arbre de degre 3 a partir d'une cellule de volume infini 

Comme TiKMf) C 1H}{M) (voir Section [Ol pour les notations), on a 

\^{Mf) > \^{M) > Ao. 

Comme, par definition, on a 

Ao(M) = inf XniMf) 

MfCM " ■' 

oil Mf parcourt I'ensemble des parties compactes de M, la Proposition 13.11 decoule imme- 
diatement du Lemme 1X21 

On obtient en particulier : 

Corollaire 3.3. Ao(M) > des que Ao(C) > 0. 

Remarque 3.3. Le bas du spectre de C avec condition de Neumann est exactement le bas 
du spectre de la surface sans bord C^, reunion de deux copies de C le long de dC (voir 
Fig. 4) : ce resultat general de theorie spectrale s'obtient en combinant le Lemme 11.61 et la 
Proposition 11.71 (ou le Corollaire 11.81 si C n'a pas de fonction propre associee a Aq). 

D'apres le Theoreme 11.91 des cellules C dont le bas du spectre est positif existent : il 
suffit qu'elles soient geometriquement finies de volume infini, avec Aq suffisamment petit. On 
pent alors utiliser les resultats de la Section [2] pour controler le bas du spectre de C^ en 
fonction du volume de son coeur convexe. 



3.2 Graphes moyennables et majoration de Aq 

Definition 3.2. Soit G un graphe infini, on appelle constante de Cheeger de G la constante 

4^dGf 



i){G) = inf 



GfCG #G 



/ 




Fig. 4 - Double d'une cellule a 3 composantes de bord 



ou Gf parcourt I'ensemble des parties finies de G et dGf est I'ensemble des points de Gf 
relies a un point de G\Gf. 

On dira qu'un graphe est moyennable si et seulement si f)(G) = 0. Cette terminologie 
vient du resultat classique suivant : 

Theoreme 3.4 (F0lner). Soit {T,S) un groupe de type fini muni d'un systeme de genera- 
teurs, r est moyennable, c'est-d-dire adm,et une mesure de probabilite simplement additive 
invariante a gauche, si et seulement si le graphe de Cayley de T relativement au systeme de 
generateurs S est moyennable au sens defini precedemment pour les graphes. 

On pent par exemple trouver la demonstration de ce theoreme du a F0lner dans [Brookslj . 

Sur un graphe G, nous appellerons A^ le Laplacien combinatoire associe de la meme fagon 
qu'a la Section 12.21 a la forme quadratique 

9 = E(/(^) - /(^■))' 

et a la mesure 

^ = ^5{i). 

i&G 

II s'agit alors de I'operateur lineaire qui a toute fonction / sur le graphe associe la fonction 
Acf definie par 

C'est un operateur autoadjoint positif, dont la premiere valeur propre /io(G') est I'infimum 
des quotients de Rayleigh combinatoires : 

,^, . ,E..,(/(0-/(j))' 

IJo{G)=mi- 



f E./W 



La moyennabilite du graphe est reliee a la premiere valeur propre de cet operateur : 
Theoreme 3.5 (Inegalites de Cheeger combinatoires) . 

^HGy<f,o{G)<i){G). 

En particulier, le graphe est moyennable si et seulement si la premiere valeur propre de 
son Laplacien combinatoire est nulle. On pent consulter |Colin| p31 pour une preuve de ce 
resultat que nous utiliserons ulterieurement. 

L'objectif de cette section est de demontrer le theoreme suivant : 

Theoreme 3.6. Soit M une surface hyperbolique modelee sur un graphe G a valence constante 
a partir de la cellule C. On a 

Ao(M)<Ao + A2[)(G), 

oil 

m{iy 

On rappelle que m(/) a ete defini a la Section 11.11 comme la largeur du voisinage collier 
d'une geodesique de longueur Z, qui vaut 

m{l) = argsinh(- 



'sh(//2)' 

En particulier, ceci prouve la premiere moitie du Theoreme 10.21 : 

Corollaire 3.7. Sous les hypotheses precedentes, si G est moyennable, alors 

Ao(M) = Ao. 

Demonstration. Soit G un graphe infini moyennable de valence constante v, C une surface 
hyperbolique a bord compact, invariante par une isometric J d'ordre v. Soit M la variete 
modelee sur G a partir de C . 

Soit (G„)n,eN une famille de parties finies (que nous supposerons connexes) de G telle 
que 

une telle famille existe par definition d'un graphe moyennable. On note M„ la reunion des 
cellules correspondant a la partie G^, et d'^Mn les cellules de M\Mn reliees par au moins 
une composante de bord a une cellule de M„. II y a done au plus {y — l)i^dGn cellules dans 
d^Mn. On note M+ = M„ U (9^M„. 

Pour e G [0, 1], on va construire une famille de fonctions /^^ a support compact dans M+ 
telles que 

__<A„ + ,+ („-l,(__ + A„ + .)^^. 

ce qui montrera le Theoreme 13.61 L'idee de cette demonstration est de reproduire sur toutes 
les cellules de M„ une fonction dont le quotient de Raileygh est presque Aq et de la rendre 
continue a support compact sur M+. Cette derniere operation ajoutera a I'energie de f^^n de 
I'ordre de #9G„. 



Soit /e une fonction C°° sur C, verifiant les conditions de Neumann sur dC et verifiant 

Jc Jc 



D'apres la Section [L2l on pent supposer que /^ est invariante par J, et on supposera que 



ic 
On etend /^ en f^^n definie sur M„ par 

fe{x) = feO (j)p{x) si X e Cp. 

On rappelle que 0p est I'isometrie qui identifie Cp a C ; desormais nous sous-entendrons cette 
identification en ecrivant 

fe\Cp{x) = fe{x). 

Comme / est invariante par J, / est identique sur chaque composante de bord. /^ est done 
continue sur M^ et C^ par morceaux, done /^ G Ti^^Mn). II s'agit maintenant de lui donner 
un support compact dans M+. 

Soit a une geodesique fermee de longueur / de M„ fl d'^Mn, et Ca la cellule de M\Mn a 
laquelle elle appartient. D'apres la Proposition 11.31 le collier 

{p E X : d{p, x) < m{l)} 

est un voisinage tubulaire de a plonge dans X, avec 

m{l) = argsinh(-j^). 
II admet des coordonnees {r,9), ou \r\ < m{l) et 6* G S^, telles que la metrique s'ecrit 

ds" = dr' + {^fdi\de\ 

ZTT 

On suppose que r < correspond a la partie du collier situee dans Ca C d'^Mn\Mn- 
Pour r < 0, posons 

m[L) 

Pour toute geodesique /? C C^ fl M„, on definit ip de la meme fagon sur le tube de Ca qui 
entoure /?, et on I'etend sur Ca par V'a = a I'exterieur de ces voisinages tubulaires. ipa est 
continue, C^ par morceaux, toujours inferieure a 1, vaut 1 sur les geodesiques de Ca H M„ et 
pour tons r G [0,m(/)], 

|V^«(r,^)| = — -<oo. 
■m[L) 



On a alors 



c. '^<""^'>'' = /c '^ + ""^"' S ;^ + ^° + ' P' 



car WfeWc^ = 1. 



Pour toute cellule Ca C d'-^M^, on pose 

Je,n Yale- 

Nous obtenons finalement une fonction f^^n continue et C^ par morceaux a support 
compact dans I'interieur de M+, done /e^„ G 7-^q(M+) C 7Y^(M), qui verifie : 



d'ou 



VAP < #G„(Ao + e) + (t; - 1)#(9G„)(^ + Aq + e) 



d'apres (E]). 

On obtient finalement 

Jm.IW.P ^ #G„(A„ + 6)||/.|p + (i,-l)#aG„A-'||/.|p ^ , , ,, 1 _^,_^,#aG„ 

^ur #G:^ra? '°+^+'"-'^';^+'°+'* #07^ 

ce qui conclut notre preuve. D 

Remarque 3.4. Cette partie de notre demonstration n'utilise pas I'existence de la fonction 
propre ipo^ eHe est done valable y compris lorsque la cellule n'a pas un trou spectral positif. 
EUe est analogue a celle de |Brooksl| .§2 et a ete utilisee depuis dans de nombreux articles 
traitant de moyennabilite. 

Remarque 3.5. Dans le cas ou G est le graphe de Cayley d'un groupe abelien (par exemple 
Z, Z^...), done moyennable, on retrouve ce qui est appele communement une surface perio- 
dique. Le resultat Ao(M) = Ao(C) est alors un corollaire immediat de la theorie de Floquet. 
Cependant, d'une part notre demonstration (d'un resultat certes beaucoup plus faible) est 
plus elementaire que la construction de la theorie de Floquet, d'autre part elle s'applique ici 
a une classe de surfaces beaucoup plus large, que nous appelons egalement periodiques au 
sens de la Definition 13. 11 Nous reparlerons plus en details de la situation ou G est un graphe 
de Cayley au Paragraphe 14.21 

Corollaire 3.8. Si G est moyennable, le bas du spectre de la surface M est le meme que 
celui de C^, oil C^ est la surface hyperbolique non compacte complete sans bord, double de 
C (voir Fig. [Q) . 

Demonstration. II suffit de se rappeler que d'apres la Remarque 13.31 le bas du spectre de C 
avec condition de Neumann est le meme que celui de son double C^. D 

Nous avons done toute une famille de surfaces hyperboliques dont le bas du spectre est 
egal a celui de la surface C^. Comme cas particuliers des graphes moyennables, citons les 
graphes finis et les graphes a croissance polynomiale, parmi lesquels les graphes abeliens 
cites precedemment. Notons qu'il existe des graphes a croissance exponentielle qui restent 
moyennables. 

Le Theoreme 13.61 nous donne la premiere implication du Theoreme 10. 2[ Nous allons 
maintenant nous interesser a I'autre. 



3.3 Graphes non moyennables et minoration de Aq 

Soit G un graphe non moyennable de valence constante f, de constante de Cheeger 
[)g > 0, C une surface hyperbolique a bord compact invariant par une isometric J d'ordre v 
et M la surface modelee selon G a partir de C. On note fio{G) le bas du spectre du Laplacien 
combinatoire sur G (voir Theoreme l3.5l) . Cette section sera consacree a la demonstration du 
theoreme suivant : 

Theoreme 3.9. Avec les notations precedentes, on a 

Xo{M)>X^{C) + A^^io, 
oil Ai depend de caracteristiques spectrales de C et de la longueur de dC . 

Ce resultat nous donne la deuxieme inegalite du Theoreme 10.31 et prouve done a I'aide 
du Theoreme 13.51 la deuxieme implication du Theoreme I0.2[ 

Par hypothese, C possede une unique fonction propre positive ipQ associee a Aq = Ao(C), 
que nous supposerons de norme 1 : 

/ ^0 = 1, 
Jc 

invariante par J, et a un trou spectral r/ = Ai — Aq > 0. Notons 

Ao = Ao(M),et5 = Ao-Ao. 
D'apres la Proposition 13.11 5 > 0. 

Demonstration. Soit (/e)o<e<i une famille de fonctions a support compact dans M telle que 
pour tout e > 0, on ait 



r p 



< Ao + e. 



Nous allons discretiser ces fonctions en les projetant, cellule par cellule, sur la fonction 
propre iI)q. La composante perpendiculaire a ^o? necessairement non nulle pour obtenir un 
support compact, empechera d'avoir Aq = Aq. Pour chaque cellule Cj de M, posons 






a:(e] = \\tA\?<- = I f,^ 



et 



'Ci 



Jc, 



On a alors aj = bj + cj. Nous noterons desormais 

9i = fe- bi^o, 
ou gi est la composante de fi orthogonale a ipo pour le produit scalaire C^. 



Sur chaque cellule Cj 



i^ogi = / i'ofe -hi ^0 = 



et 



t/ (7 j ^^ Ci *^ Ci 



On a done 

V7^ 12 V^ IIV7/ 112 V^ ^2||V7./, I |2 i ||V7^ l|2 V^ \ /,2 , ||V7,, ,, 

y«iia 



/mIv/.P _ EJ|v/.||^, _ E.&fllv^oll^. + l|v^.||^^ _ E.M^ + Iiv^."^ 
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Comme Qi est orthogonale a 


^V'O 
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^9^\\l 


,>Ai 


^^Ilc, 


= Aic^. 










On 


obtient alors 






















v^. % = 


Ao 
Al 


^9^ \% 


-;'j 


|V^. ^ 


:, > AoC,^ 


-;j 


|V^. ^., 




d'ou 






















Ao + e > ^ 

Jm Je 


> 


E. Ao&? 


+ Aoc2 
E. 


' + i^l 
«? 


v^. l^ 


= Ao + 


Al 


E.liv^. 


2 


On 


a done en particulier 





















d + e = Ao- Ao > +e > ^^-^ . (3) 



I I 



EJIVsdPc, 



Nous allons done nous interesser au terme — ^^^ — 2 — ^ et montrer le lemme : 

Lemme 3.10. II existe une constante A ne dependant que de proprietes spectrales de la 
cellule C et de la longueur de dC telle que 

\2 



Y.\\'^9^\\l^^AJ2{b^-b 



0, 



Demonstration. Soit i ~ j et aij la geodesique eommune a deux cellules Cj et Cj, elle est de 
longueur / comme toutes les geodesiques du bord des cellules (toutes isometriques). D'apres 
la Section mH soit m = m{l), il existe dans Ci et dans Cj un voisinage tubulaire Tij de aij 
sur lequel la metrique hyperbolique s'ecrit 

ds^ = dr^ + {—Ychhde^ 
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pour —m < r < m, on par convention r > si et seulement si (r,9) G Cj. On note T^ la 
partie de Tij situee dans Ci, et T^~ I'autre. 

Puisque nous voulons une minoration, nous pouvons nous limiter a I'etude de ce qu'il se 
passe sur ces tubes : 

i i i^j 

(4) 
Nous poursuivons alors notre minoration par le lemme suivant : 



Lemme 3.11. II existe une constante A ne dependant que de I et de proprietes spectrales de 
la cellule C telle que pour tous {i,j) G G^ avec i ~ j , 

IIV^.IIt,.^ + IIV^.II^- + Ai(||(7.||?.+ + \\gM...) > A{h-h,f. 

Demonstration. On note f{r,6) I'expression de / en coordonnees de Fermi sur le tube Tij. 

Pour nous ramener a un probleme ne dependant que de r, pour chaque fonction / definie 
sur Tij, notons 

1 A-Stt 



Remarquons que d'apres I'inegalite de Cauchy-Schwarz, 



'^ fme] <{2n)' r f{9)d9. 

'0 / ^0 

On a done 

m p2tt ; pm ( C 

2 



/ 

-m Jo 



f(r,e?—chrdedr> /" ii— ^1! J-chrdr = — [ F' 
^ ^ 27r - y_„ (27r)2 27r 27r L 



De plus, 

r-m ^27r Q f -1 Pi f 1 /"m /"Stt 



On obtient alors, de meme que precedemment, 



9f,2 ' 



^-LL <a^>V*'-'"'*- 






»J 



Pour montrer le Lemme 13.111 il suffit done de montrer le meme resultat pour les Gi 
(moyennes cylindriques de gi), c'est-a-dire montrer qu'il existe A' = 27iA ne dependant que 
de G tel que 

||G:||5.+ +||G'||^_ +X,{\\G,\\l^+\\G,\\l^)>A"{k-b,Y. 

Comme ipo est invariante par J, elle est identique sur toutes les composantes de bord. Par 
continuite de f^, on done 

(7,(0, 9) + 6,^o(0, 6) = (7,(0, 9) + 6,^o(0, 9), 

d'ou 

|G',(0)-G',(0)| = |6,-6,|M/o(0). 

Supposons, quitte a inverser i et j, que 1^^(0)1 > \\bj — 6j|\E'o(0), et notons 

R = inf{r G]0,m] : \G,{r)\ < ^\b, - 6.|^o(0)}. 



1*^^ cas : R = m 
On a alors 



VrG[0,m],|G',(r)|>i|6, -6,|^o(0), 



done 



Ai||G.||?.+ =Ai / \G,\'>X,hsh{mm'^om\b,-kf = A"\^^om\b,-b,) 



avec 

A" = Xihsh{m{l)). 



2""^ cas : R<m 

Posons 

1 

2 
et 



P = G,{0)>-\b,-h\^o{0) 



Q = G,iR) = ^\b^-b,\^,{0). 

Soit Fq la fonction sur le collier [0, R] x [0, /] muni de la metrique de Fermi, ne dependant 
que de R, valant P en 0, Q en i? et harmonique pour le Laplacien hyperbolique : on verifie 
a I'aide de ([T]) que Ton a 

avec 

U{r) = arcsin(thr). 

La fonction Fq minimise alors I'energie de Dirichlet (associee a la metrique de Fermi) 
parmi toutes les fonctions H sur S^ x [0, R] verifiant H{9, 0) = P et H{9, R) = Q. On a done 
necessairement 



Or, 



11^:11?,+ > \\G[\\l,[o,R] > m\l.[o,R] = %^y^ {U\r)r—dirdr. 



U'{r) 



1 



done 



d'ou 



'^».\2 



U'(r 



ch rVl — th'^r 
1 1 



2„' 



ch r(l — th'^r) ch r 



(U'(r))'^ — chrdr = / ; — dr = — arctanfe ) — tt/2. 

^ ^ '^ 2t: Jo 277 chr vr v ; / 



On a alors 



,2arctan(e^) - n/2 (k - 6j)2|^o(0)P 2arctan(e^) - n/2 
nU{Ry - 8 7rf/(P)2 ' 

car 



mu>(p-Q?2 :■;— ■■'- > 



\P-Q\>^-^\MO)\. 



Un developpement limite nous montre que 

2arctan(e^) -7r/2 1 
f/(i?)2 R 

lorsque R tend vers 0, il existe done une constante A'", qui ne depend que de /, telle que 
pour tout R G]0,m(/)], on ait 

2 arctan(e''^) — 7r/2 Stt ,„ 

fTCRp ^T ■ 

On a done 

Finalement, posons 

A' = max(A",A'")|^o(0)r 

qui ne depend que de Ai, de \l/o(0) et de /, on a 

ce qui conclut la demonstration de notre lemme. D 

La minoration ([4]) devient alors 

Y,\\^9^\?>AY,{h-h)\ 

i i^j 

avec A = ^ qui depend de Ai, de \l/o(0) et de /, ce qui conclut la demonstration du Lemme 
EM ^ □ 

On a d'apres I'inegalite ([3]), 

-y 

Ai^ 



f Eii^^^iic,<(^+^)ii/^ii' = (^+^)E«'' 



done 



On a alors 



al 



d'ou 



i i i 

i i i i i 

E«'^ JT^E' 



V i 



L'inegalite (l3|) devient 






On a vu que 

Aio = ml ^^ — 2 



ou (oj) parcourt I'ensemble des families positives a support compact dans G est le bas 
du spectre du Laplacien combinatoire de G. D'apres le Theoreme 13.51 lorsque G n'est pas 
moyennable, /xq > 0. 

On obtient done en faisant tendre e vers : 

> —. — v4/io, 

soit finalement 

Ceci conclut la demonstration du Theoreme 13.91 avec 

^1 = ^^^, 

1 + 1/Ai ' 

qui depend de Ai, r^, \E'o(0) et /. D 

Remarque 3.6. Cette deuxieme partie de la demonstration utilise de fagon essentielle I'hypo- 
these Ai > Aq. 

4 Quelques generalisations 

Nous remarquons que dans nos demonstrations, I'invariance de la cellule par une isome- 
tric d'ordre fini n'est utilisee que pour obtenir I'invariance de la premiere fonction propre et 
pouvoir recoller nos fonctions d'une cellule a I'autre. Nous presentons ici deux situations ou 
I'isometrie cyclique de la cellule ne sera pas necessaire, ce qui va nous permettre d'utiliser 
les memes methodes avec des surfaces geometriquement infinies non periodiques. II s'agit du 
cas oil le volume des cellules est fini et uniformement borne, et du cas ou notre cellule est en 
fait un domaine fondamental pour Taction d'un groupe de revetement. 

4.1 Surfaces a decoupage borne 

Si la cellule est de volume fini, la premiere fonction propre est constante, Aq = et son 
trou spectral est positif. Nous obtenons alors un cadre tres simple ou utiliser les methodes 
de la Section [3] : 

Definition 4.1. Soit M une surface hyperbolique, on dira que M admet un decoupage borne 
s'il existe des constantes rj,v,k,K > et une famille {Mi)i de sous-surfaces de M, d'interieurs 
disjoints, a bords geodesiques, telles que Vi, le nombre de composantes connexe de dMi est 
borne par v, le trou spectral Ai(Cj) > rj, 

k < Vol(Mi) < K 

et pour toute composante de bord a C 5Mj, 

k < e(a) < K. 



Soit M une variete admettant un decoupage borne. On considere alors le graphe G = 
iV,E) suivant : V est I'ensemble des composantes Mj du decoupage de M, et si {i,j) G 
V'^,i 7^ j, {i,j) E E si et seulement si M, fl Mj = aij ^ 0. Nous appellerons G le graphe 
sous-jacent au decoupage de M. 

Soit M une surface hyperbolique admettant un decoupage borne de constantes 77, f , k, K 
dont le graphe sous-jacent est G. Les deux propositions qui suivent demontrerons le Theoreme 

Proposition 4.1. Sous les hypotheses ci-dessus, 

Kiv - I) 
Ao(M) < \j,.J ^{G). 

En particulier, si G est moyennable, Ao(M) = 0. 

Demonstration. II suffit de reprendre la preuve du Theoreme 13.61 avec /^ = 1 pour tout 
e > 0. Nous utilisons les notations de cette demonstration. La fonction cut-off ipa creee sur 
chaque tube de 9*^M„ depend de la longueur £{a) de la geodesique du tube : I'inegalite ([2]) 
devient done simplement 



IcJ ""' - Jc.m{l{a)f-m{Ky 

car / H-> m{l) est decroissante. La conclusion de la proposition s'ensuit. D 

Remarque 4.1. Pour cette partie de notre demonstration, seules les hypotheses v uniforme- 
ment majore et 

(i{a) <K et Vo\{Ci) < K 

pour toute cellule Ci et toute composante de bord a d'une cellule sont necessaires ; aucune 
condition spectrale n'est requise. 

Proposition 4.2. Si M admet un decoupage borne dont le graphe sous-jacent est G, alors 
il existe une constante A qui ne depend que des constantes v, rj^k et K telle que 

Xo{M)>Af,o{G). 

Demonstration. Nous allons survoler, etape par etape, la demonstration du Theoreme 13.91 
afin de voir comment I'adapter. Notre seule tache est d'exprimer les constantes de minora- 
tion de cette preuve uniquement en fonction des constantes v, rj, k et K. Pour obtenir une 
normalisation des fonctions propres compatibles entre les differentes cellules, nous notons 
desormais pour toute fonction h sur une cellule Ci du decoupage de M : 

et nous considerons le produit scalaire associe normalise par l/Vol(Cj). Sur chaque cellule, 
la premiere fonction propre du Laplacien avec condition de Neumann de norme 1 pour ce 
produit scalaire est done ^0 = 1- 



Pour tout e > 0, soit /^ de classe C°° a support compact dans M telle que 

< Ao(M) + e. 



l|V/,"2 



11/."^ 



'eM£2{M) 

Nous posons alors pour chaque cellule Q de M : 

m = {/., i)c. = ^g^ £ /., 

On a alors of = hf + c^. Nous notons encore 

9i = fe- bi, 
Qi est la composante de /, orthogonale a ipQ pour le produit scalaire C^. On a alors 

Nous allons done de nouveau montrer I'analogue du Lemme 13.101 : 
Lemme 4.3. // existe une constante A ne dependant que des constantes ri,v,k,K telle que 

yui - Uj) . 



J2\\'^9^\\l>AJ2ib^-b, 



Demonstration. De meme qu'en (l3|), soit i ~ j et aij la geodesique commune a Cj et Cj ; 
elle est de longueur I < K . D'apres la Section [TTl il existe dans C, et dans Cj un voisinage 
tubulaire Tij de aij sur lequel la metrique hyperbolique s'ecrit 

ds" = dr^ + {^)\h\de^ 



pour — m < r < m, avec m = m{K) < m^la^ , oil par convention r > si et seulement si 
{r,9) G Cj. On note T^ la partie de Tij situee dans Cj, T^ I'autre. 
On a alors de nouveau 

E ll^^^ll^. ^ Edl^^^llr- + II^^^-IIt- + MUWl^ + \\9j\\l-)). (7) 

' ' ' ' »j »j ij ij 

Nous poursuivons toujours notre minoration par le lemme suivant : 

Lemme 4.4. // existe une constante A' ne dependant que des constantes rj, v, k, K telle que 
pour tous i ^ j , 

IIV^.III.., + IIV^.II^- + \i{\Ml. + 11^,11^) > A'(6, - hjf. 

^3 ij ij xj 



Demonstration. Soit i ~ j, et aij une geodesique commune. Sur le voisinage tubulaire de aij 
de largeur a = m{K), plonge dans Cj U Cj quels que soient z ~ j, il suffit de recopier mot 
pour mot la demonstration du Lemme lB.lli Celle-ci reste valable pour toutes les cellules car 
d'apres I'expression ([I]), 

U{r) = arcsin(thr) 

est harmonique sur un voisinage tubulaire en coordonnees de Fermi, quelle que soit la lon- 
gueur de la geodesique fermee qu'il entoure. D 

On obtient done d'apres (jTj) 

i i~j 

ce qui conclut la demonstration du Lemme I4.3[ D 

2 IIV7/ l|2 



fcE.IIVg.ll^. ^ llv/.„ ^> ,, 



devient 



done 



Z^ « - /j^ Z^ 



a: 



a, 



2 



d'ou 



j j i j 

I kr] ^ 

On a done d'apres le Lemme [4731 

Lorsque e — ;> 0, on obtient de meme qu'en ((51) 
ce qui conclut la preuve de la Proposition I4.2[ 

n 

4.2 Revetements riemanniens et graphes de Cayley 

Bas du spectre d'une surface modelee sur un graphe de Cayley Soit G le graphe 
de Cayley d'un groupe de type fini F associe aux generateurs ((71, ...,gn) qu'on suppose non 
triviaux. C'est un graphe a valence constante v = 2n, on pent done a partir d'une cellule a 
V composantes de bord invariante par une isometric cyclique d'ordre v considerer la surface 




Fig. 5 - Surface quotient M/F, a I'arriere plan la cellule C . 



M modelee sur G a partir de C . Le groupe F agit canoniquement sur G ; cette action se 
transporte naturellement sur M : un element 7 G F envoie un point x G Gi sur le point 

7(x) = 0^(i) o(0i)-i(x), 

en notant toujours 0, I'isometrie qui identifie G a Cj. Le quotient Mi = M/F est une surface 
sans bord, isometrique a la cellule G dont les composantes de bord ont ete identifies deux a 
deux (Fig. 5) : pour tout I < p < n, 



a 



9p 



a n G, 



9p{i) 



est identifie avec 



a^-i=anC^-i(,). 



Le revetement riemannien M -^ Mi est galoisien de groupe F, et pour les bas des 
spectres de Mi et de C on a : 

Lemme 4.5. Avec les notations precedentes, on a 

Ao(Mi) = Ao^(C). 

Demonstration. Par definition, 

Ao^(^)=inf{^} 



ou / parcours les fonctions C°° a support compact dans C, et 

llVflP 



oil / parcours les fonctions C°° a support compact dans Mi. Toute fonction / G C^(Mi) se 
releve en une fonction / G C^{G), et leurs quotient de Raileygh sont identiques. On a done 



a;^(c)<Ao(Mi). 



De plus, d'apres le Theoreme [OT 

X^iC) = sup{A G R : 3/ G C^iC), / > : A/ = A/} 

et 

Ao(Mi) = sup{A G M : 3/ G C^iM,), / > : A/ = A/}. 

Toute fonction positive A-harmonique sur Mi se releve en une fonction positive A-harmonique 
sur C, done 

XoiC) > Ao(Mi). 

n 

On obtient done un revetement riemannien M — ^ Mi de groupe de transformation F, sur 
lequel grace a ce lemme nous allons pouvoir utiliser les methodes developpees a la Section 
[3l Nous sommes alors tres proches des travaux de R. Brooks, pionnier sur les liens entre 
moyennabilite de groupe de revetements et spectre du Laplacien. Decrivons ces travaux un 
pen plus en detail, ainsi que les resultats analogues que nous obtenons. 

Bas du spectre d'un revetement riemannien L'ensemble de ce paragraphe est tire 
de |Brooks2] . Soit M — > Mi un revetement riemannien de varietes (de dimension finie quel- 
conque), galoisien de groupe de transformation T = 7ii{Mi)/iii{M). On suppose que Mi ad- 
met une premiere fonction propre ip strictement positive, associee au bas du spectre Ao(Mi). 
On note encore ip son releve a M, et pour tout domaine fondamental F dans M pour Taction 
de r on considere la propriete suivante : 



(Br) : II existe un compact K C F tel que 



Jg ip^daYea 



oil S parcours l'ensemble des hypersurfaces decoupant F en une partie compacte et une partie 
nan compacte, avec S H K = 0, et int(5') designe la composante compacte de F\S. 

Le resultat principal de |Brooks2| est alors 

Theoreme 4.6 (Brooks, 86, Thm 2). Sous les hypotheses precedentes, si Mi possede un 
domaine fondam,ental F pour I 'action de T verifiant la propriete (Br), alors 

Ao(Mi) > Ao(M2) 

avec egalite si et seulement T est moyennable. 

L'hypothese (Br), pen explicite, implique entre autres que le trou spectral de Mi est 
positif. Brooks conjecture que ce serait la une hypothese suffisante pour obtenir ce resultat. 
II etudie alors une situation ou il est en mesure de controler cette hypothese : il montre que 
si Ml est une variete hyperbolique geometriquement finie sans cusp a trou spectral positif, 
alors il existe un domaine fondamental dans M verifiant l'hypothese (Br). II obtient done 
dans ce cas : 



Theoreme 4.7 (Brooks, 86, Thm 3). Soit Mi une variete hyperbolique geometriquement 
finie sans cusp a trou spectral positif, si M ^ Mi est un revetement riemannien galoisien, 
alors Ao(Mi) > Ao(M2) avec egalite si et seulement si ni{Mi)/iTi{M) est moyennable. 

Dans le cas des surfaces hyperboliques, notons quelques differences entre I'approche 
de Brooks et la notre. Tout d'abord, nous travaillons sur le has du spectre d'un domaine 
fondamental a bord geodesique avec conditions de Neumann, tandis que Brooks regarde celui 
du quotient. La generalisation suivante du Lemme [13] leve en partie cette difference : 

Lemme 4.8. Soit M -^ Mi un revetement riemannien galoisien de groupe T et F un 
domaine fondamental dans M pour V action de V , on suppose que F est connexe et C^ par 
morceaux. Alors 

\^{F) = Ao(Mi). 

Demonstration. II suffit de recopier, mot pour mot, la demonstration du Lemme [45l D 

Ensuite, nous travaillons sur des surfaces modelees sur des graphes qui ne sont pas 
necessairement les graphes de Cayley de groupes de type fini : cela semble plus general que 
le resultat de Brooks. En fait, la methode qu'il utilise s'adapte tres bien aux cas que nous 
traitons, a condition que la cellule n'ait pas de cusp. 

Une limite de notre methode semble venir de ce que nous utilisons dans notre construc- 
tion I'invariance de la cellule par une isometric qui echange les composantes de bord, ce 
dont n'a pas besoin Brooks. Mais comme nous I'avons note a la Section WT[ cette hypothese 
ne nous serf qu'a recoller les fonctions propres sur les bords des cellules : dans le cas d'un 
revetement, elle est superflue. En effet, si ip est la premiere fonction propre de Mi, lorsqu'on 
la releve en ip sur M, on obtient une fonction ip sur le domaine fondamental F (qui sera 
notre cellule C) qui se recolle evidemment d'une cellule a I'autre puisqu'elle est continue sur 
M. Notre methode s'adapte alors sans difficulte pour montrer le Theoreme 10.61 : 

Theoreme 4.9. Soit Mi une surface hyperbolique a trou spectral positif, et M ^ Mi un 
revetement riemannien galoisien de groupe de revetement T de type fini. Supposons qu'il 
existe un domaine fondamental F dans M pour Faction de T dont le bord est une union de 
geodesiques fermees. 

Alors il existe des constantes Ai et A2 ne dependant que de proprietes spectrales de Mi 
et de la longueur des composantes de dF telles que 

Ao(Mi) + A^o(r) < Ao(M) < Ao(Mi) + AM'^). 

On a note ()(r) et /io(r) la constante de Cheeger et le bas du spectre du graphe de 
Cayley associe a un systeme fini quelconque de generateurs de T. 

Remarque 4.2. Ce resultat presente deux ameliorations nettes par rapport au resultat de 
Brooks : notre methode donne un controle explicite de Ao(M) en fonction des constantes du 
groupe r et de la variete Mi, et nous autorisons la presence de cusps. En effet, on montre 
que I'hypothese (Br) n'est pas necessairement verifiee en presence de cusp. 

Remarque 4.3. L'hypothese que dF est totalement geodesique est, elle, une vraie limitation de 
la portee de notre resultat. En particulier, c'est elle qui empeche la generalisation immediate 
de nos methodes en dimension superieure : lorsque V est un groupe d'isometrie de W de 
type fini, on pent souvent se ramener a un domaine fondamental dont le bord est polyedral a 
faces et aretes totalement geodesiques, mais on ne pent supposer en general que ce bord est 



totalement geodesique. II est naturel de penser que nos methodes s'adaptent a cette situation, 
y compris lorsque la courbure n'est que negative pincee (et non constante), mais cela implique 
de controler de pres ce qu'il se passe aux angles du bord du domaine fondamental. Cela fera 
I'objet d'une prochaine etude. 

4.3 Perspectives 

La Remarque 14.31 ci-dessus presente la premiere generalisation de notre methode qu'il 
semble naturel de mener. Nous presentons maintenant deux autres directions pour poursuivre 
cette etude ; la premiere fait suite a notre remarque et s'interesse a des varietes de dimension 
quelconque, tandis que la seconde cherche a affiner nos resultats sur certaines surfaces de 
genre infini. 

Decoupages bornes generaux On pent se demander a quel point le Theoreme 10.41 pent 
se generaliser pour caracteriser la nullite du bas du spectre des varietes de volume infini. 
Certaines varietes riemanniennes, pas forcement de dimension 2 ni a courbure constante, 
admettent un decoupage en polyedres dont le nombre de cotes est borne (par exemple une 
triangulation), dont les faces sont totalement geodesiques, dont les volumes des n-simplexes 
et des (n — l)-faces sont bornes, et dont les trous spectraux sont uniformement bornes. Nous 
continuerons a appeler cela un decoupage borne de la variete, et le graphe sous-jacent se 
definit de la meme fagon que precedemment. La question naturelle est la suivante : 

Question 1. Soit M une variete riemannienne admettant un decoupage borne, a-t-on Ao(M) = 
si et seulement si le graphe sous-jacent au decoupage est moyennable? 

Une adaptation des methodes precedentes donnera peut-etre une reponse affirmative ; 
elle necessiterait ainsi qu'il I'a ete note a la Remarque 14.31 de s'interesser a la validite de nos 
methodes lorsque nos cellules sont des domaines a bord geodesique par morceau. Dans le cas 
d'une reponse affirmative, il serait alors interessant d'obtenir une classe de varietes, la plus 
large possible, qui admettent un decoupage borne : nous obtiendrions pour ces varietes une 
caracterisation combinatoire naturelle de la nullite du spectre du Laplacien. 

Question 2. Quelles varietes riemanniennes admettent un decoupage borne? 

Pincement d'un nombre infini de geodesiques Enfin, a I'aide de nos methodes, on 
pent esperer adapter les resultats de [Colbois] et [Colbois-Colin] rappeles a la Section 12.21 a 
certaines surfaces de genre infini. En particulier, dans le cas d'une surface M admettant un 
decoupage controle (voir Section 14.11) que Ton pince uniformement le long des geodesiques 
de decoupages, on cherchera a reecrire le Theoreme 12.41 pour le bas du spectre des surfaces 
Me obtenues par ce pincement. Dans le cas d'une surface modelee sur un graphe on d'un 
revetement lorsque le volume des cellules est infini, il sera interessant de chercher ce que 
deviennent les theoremes 10.31 et 10.61 lorsque Ton pince la surface : on pent alors esperer 
obtenir un equivalent de 

5, = Ao(M,)-Ao^(C,) 

lorsque e — > 0. On a note ici M^ et C^ les surfaces obtenues en pingant uniformement M et 
C le long des bords des cellules. 



A Appendice : bas du spectre avec condition de Neu- 
mann au bord 

A.l Caracterisation par le spectre positif 

Soit M une variete complete non compacte, dont le bord dM est compact et C^ par 
morceaux. On rappelle que nous disons qu'une fonction / sur M a valeur reelle verifie les 
conditions de Neumann sur M si et seulement si pour tout ^ G dM, 

^(0 = ^?(v/(0,KO) = o 

oil z/(^) est la normale a dM en ^. Notre objectif est de demontrer le Theoreme 10.71 que nous 
adaptons de |Sullivan| et qui donne une caracterisation importante du bas du spectre de M 
avec condition de Neumann : 

Theoreme A.l. Pour tout reel \, il existe une fonction (f) C°° A-harmonique positive sur 
M avec condition de Neumann sur dM si et seulement si X < Xq{M). 



On rappelle que nous notons 



A^(M) = inf"^^"^^(^^ 



/ ||/||2L2(M) 

oil / parcourt I'ensemble des fonctions C°° a support compact dans M. On pent done reecrire 
ce theoreme sous la forme 

A^(M) = sup{A G M : 3/ G C°°(C), / > : A/ = A/}. 
Lorsque dM = 0, ce resultat est exactement le Theoreme 2.1 de [Sullivanj . La demons- 



tration que nous presentons est adaptee de celle de [Sullivanj . §3-4, bien connue quoique fort 
pen detaillee dans cet article. Elle utilise ce que I'on appelle communement le mouvement 
brownien : ce terme vient de ce que, dans un modele physique statistique du type de celui du 
gaz parfait, p{x,y,t)dV{y) est la densite de probabilite, pour une particule qui se trouvait 
en X a t = 0, de se trouver au voisinage de y au temps t. 

Soit K un voisinage compact de dM dans M, et (Mj)jgN une famille croissante d'ouverts 
relatifs de M contenant K, d'adherence compacte et tels que 

\JM,=M. 

J 

On note d^Mj = dM C M, et d'^Mj = dMj\dM qu'on suppose egalement C^ par morceaux. 
On notera encore 



■f \\j\\l^{Mj) 



2; 



oil / parcourt I'ensemble des fonctions C°° a support compact dans Mj = Mj\d Mj, cela 
correspond au bas du spectre du Laplacien avec condition de Neumann sur d'^Mj et de 
Dirichlet sur d'^Mj. On a alors 



Ao(M) =infA^o- 



On note p'(x,|/,t) = pm ix,y,t) le noyau de la chaleur de Mj associe au probleme mixte 
considere, c'est a dire la solution fondamentale de I'equation aux derivees partielles 

^ dt 

On rappelle que nous utilisons un Laplacien defini positif, qui s'ecrit sur M" en coordonnees 
euclidiennes 

i=l ' 

On a alors pour tons x,y & Mj et t > 0, 

P^{x,y,t) = Y,e-'^'<Pi{x)<Pi{y), (8) 

k 

Oil 0^ est la fonction propre du Laplacien avec condition de Neumann sur d^Mj et de Dirichlet 
sur d'^Mj associee a la valeur propre A;[. Pour tons x,y & M tels que x,y E Mj pour tons 
j > jo, on note 

p{.x,y,t) = mi p^{x,y,t). 

On appelle p{x, y, t) ainsi defini le noyau de la chaleur minimal associe au probleme de 
Neumann sur M. 

A. 2 Construction de fonctions A-harmoniques par diffusion 

Les enonces donnes dans ce paragraphe necessiteraient, pour etre prouves, un developpe- 
ment de la theorie de la diffusion associee a un operateur elliptique qui passe entre autres par 
les integrates stochastiques bien plus long que ce qui est souhaitable ici. Nous nous conten- 
tons done de presenter certaines definitions, les resultats et les idees cles de la demonstration. 
Nous invitons le lecteur a se referer a [Sullivan] pour une presentation analogue a la notre 
dans le cas du probleme sans bord, a [Malliaviii] et |Chavel| pour la construction du mouve- 
ment brownien a I'aide du noyau de la chaleur. Les bases de probabilites necessaires a cette 
demonstration se trouvent par exemple dans |Bassl| . chapitre I, et le detail de nos demons- 
trations a partir des integrales stochastiques se trouve dans |Bass2| dans le cas d'ouverts 
de R'^. La justification de leur adaptation aux varietes riemanniennes se trouve par exemple 
dans [Emery). 

Definition A.l. Soit j > et Mj I'un domaine de M defini ci-dessus. Notons fl I'ensemble 
des chemins continus de M+ dans M et r : fi — > ]1+ defini pour tout u E Q par 

r{uj) = inf{t > : uj{t) G d'^Mj}. (9) 

Soit fl^ I'ensemble des chemins de M+ dans Mj tels que 

Vt > T{uj),uj{t) = uj{t{lu)) e d'^Mj 
et 

ni = {uje n^ : cj(o) = x}. 

On appelle Q^ I'ensemble des trajectoires dans Mj. 



On appelle cylindre de f2^ un ensemble de la forme 

A = {ujeni: {uj{h),...,uj{tk))eB}, 
on k eN, et B G {MjY est un borelien, et les tj sont des reels 

< ti < t2... < tk. 

Pour tout cylindre A de la forme precedente, on pose 



Px(^) = / p' {,x,yi,ti)p' {yi,y2,t2- ti)...p> {yk-i,yk,tk - tk-i)dV{yi)...dV{yk), 
Jb 

ou dV designe la mesure canonique associee a la metrique de M. On pent montrer a partir de 
la propriete de semi-groupe des noyaux de la chaleur que P^ s'etend en une unique mesure de 
probabilite sur la a-algebre de Ql engendree par ses cylindres (voir |Chavel| ). ^2-^ est I'espace 
de Wiener sur Mj, et P^ la mesure de Wiener en x. 

On considere le processus aleatoire {Xt)t>o sur (f2^,P^) defini pour tout cu G Jl^ par 

Xt{uj) = uj{t). 

D'apres la definition de P^, on a pour tout borelien i? de M 

Pi(X,+, G B\Xt = z)= [ p^iz,y,s)dViy) = Pi({X, G B}) : 

Jb 

Xt est un processus de Markov de loi p^ . 

On appelle mouvement brovmien sur Mj (avec reflexion sur d^Mj, ce qui sera desormais 
sous-entendu) le processus aleatoire {Xt)t>o muni de la loi P^. 

Soit / : M^ — > R une fonction de classe C^. En notant pour tons vecteurs Y, Z E T^M, 
gx(Y, Z) = Y.Z, la formule d'lto pour le mouvement Brownien {Xt)t>o s'ecrit (voir |Bassl| p 
49, [Emeryl p 34) s'ecrit : 



/(X,) = /(Xo) + / V/(X,).t/X, - / Af{X,)ds. 
Jo Jo 



(10) 



Le dernier terme de notre formule differe de la formule de |Bassl| p 49 d'un facteur —2 : 
cela vient de ce que notre convention de signe pour le Laplacien est opposee a celle de Bass, 
et de ce que le mouvement brownien habituellement considere lors de I'ecriture de la formule 
d'lto a pour probabilites de transitions la solution elementaire de I'equation 

2 ^ dt' 

alors que nous ne gardons pas ce facteur | dans notre construction (voir par exemple |Bass2| 
p53). 

D'apres |Bass2| p 33, comme Xt est un brownien avec reflexion normale sur d^Mj, on 
pent ecrire 

dXt = dWt + v{Xt)dLt, 

on Wt est un brownien sans reflexion sur M^, z/(X() est la normale rentrante a d^Mj en 
Xt lorsque Xt G d^Mj, et ailleurs, et Lj le temps local sur d^Mj. Ce temps local est un 



processus positif croissant a variation bornee, strictement croissant lorsque Xf G d^M, defini 
par 

1 /•* 

hm- / ld{Xs,d^M,)<eds, 



^-0 e .,0 



ou d{Xs, d^Mj) designe la distance de Xg a d^Mj pour la distance induite par la metrique 
sur M. La formule fITOl) devient alors 



f{Xt) = /(Xo) + / Vf{Xs).dWs + / Vf{X,).u{Xt)dLt - [ Af{X,)ds, (11) 
Jo Jo Jo 

Supposons / harmonique sur M^ , avec condition de Neumann sur d^M^ , c'est a dire 

V/.z/ = 
sur d^MK En integrant (fTTl) sur Q^, on obtient 

Theoreme A. 2. Pour toute fonction f harmonique sur M^ avec condition de Neumann sur 
d^M^ et pour tout t > 0, 



f{x)=Ei{f{X,))= / f{u;{t))dFi{uj). 
Jni 

Demonstration. II suffit de remarquer que 

EiUXXo)) = fix) 
par definition du mouvement brownien issu de x et que 

Vf{X,).dW, 

est une martingale nulle en t = 0. Les deux autres termes de (ITTll disparaissent pour / 
harmonique sur M^ avec condition de Neumann sur d^MK D 

Considerons la variable aleatoire r : Vt ^> ]R+ definie en Q. C'est un temps d' arret (voir 
[Basslj p 13) verifiant 

K{r>t)= I pi{x,y,t)dViy). 

J M 

Puisque 

p^{x,y,t) = ^e-^'^*0i(a;)(/.i(|/), 

k 

on a 

lim e^otpJ(^x,y,t) = 0^o(x)(/)^(?/). 

4— »oo 



En particulier, comme (po > sur Mj 

Fi{{T > t}) ~ Ce-^o* : (12) 



'J' 

-xit 



T est fini presque surement. Le theoreme d'arret de Doob (voir |Bassl| p 29) nous donne 
alors 



Theoreme A. 3. Pour toute fonction f harmonique sur M^ avec condition de Neumann sur 



fix) = EiifiX^)) = / f{uj{r{uj)))dFi{u;) = / fiOd^^UO, 

Jni JdMj 

ou fij^x est la mesure de probabilite sur d'^Mj definie par 

/.,-,. (5) = Ei.(l{x.eB}) = m^ e ni\3t > 0,^(t) G B} 

pour tout borelien B de dMj. 

Si / est positive et non identiquement nulle sur d'^Mj, on peut la prolonger a I'aide du 
Theoreme IA.3I en une fonction harmonique que nous notons encore / sur Mj avec conditions 
de Neumann sur d^Mj et continue sur Mj. On montre alors montre que / est strictement 
positive sur I'interieur de Mj. On appelle Hj^^ la mesure de Poisson, ou mesure harmonique, 
sur d'^Mj (avec reflexion sur d^Mj) issue de x. La construction que nous venous d'en presenter 
s'appelle la methode de balayage de Poincare. 

Soit A < Ao(Mj), nous modiflons legerement cette demonstration pour obtenir des fonc- 
tions A-harmoniques sur Mj. On considere le processus aleatoire {Yt)t>o sur Ql deflni par 



Yt = e^'fiX, 



t), 



ou Xt est toujours le mouvement brownien avec reflexion deflni precedemment. La formule 
d'lto s'ecrit desormais 

e^V(^t) = /(^o) + / e"^V/(X,).rfX, + / \e^J{Xs)ds - / e^'Af{X,)ds. (13) 
Jo Jo Jo 

De meme que precedemment, si / est A-harmonique (i.e. A/ = A/) avec condition de 
Neumann en d^M\ et en integrant (IT3ll sur fll on obtient 

Theoreme A. 4. Pour toute fonction X-harmonique f sur M^ avec condition de Neumann 
sur d^M^ et pour tout t > 0, 

f{x)=Ei{e''f{X,))= [ e''f{u;{t))d¥i{u;). 

Jni 

Pour tout A < Aq, d'apres ( fT2ll e^'^/(X^) est sommable : on obtient done de meme que 
precedemment : 

Theoreme A. 5. Pour tout A < Aq, et pour toute fonction X-harmonique f sur M^ avec 
condition de Neumann en d^M\ 

fix) = Ei(e^V(X.)) = / e^-(-)/(^(r(a;)))rfPi.(a;) = / fiOd^AO, 

Jni JdMj 

ou yU^j, est la mesure (flnie, non normalisee) deflnie pour tout borelien B de dMj par : 



Jni 



u). 



Pour tout j, pour tout A < Ao(M) < Ao(M,), soit fj une fonction positive non identi- 
quement nulle sur d'^Mj. Grace au Theoreme IA.51 on peut la prolonger en une fonction A- 
harmonique strictement positive que nous noterons toujours fj sur I'interieur de Mj, continue 
sur Mj, avec condition de Neumann sur d^Mj = dM. II s'agit maintenant de faire conver- 
ger une suite de telles fonctions {fj)j>o vers une fonction A-harmonique (avec condition de 
Neumann) deflnie globalement sur M : c'est I'objet du prochain paragraphs 



A. 3 Principe de Harnack et demonstration du Theoreme de Sulli- 
van 

Fixons Xq & K C Mj pour tout j. Le resultat suivant, que nous ne demontrerons pas, 
est tire de |Sullivan| . p 336 lorsque d^M = 0. Son analogue avec condition de Neumann sur 
d^M se montre exactement de la meme fagon. 

Proposition A. 6. Soit Xq G Mj fixe, et x E Mj. 

Les mesures Hj^^ ^t Hj^^o sont equivalentes, et la derivee de Radon-Nikodym 

est telle que : 

a ^ fixe, la fonction x i— >■ ipj^xiO ^^t positive et harmonique sur Mj, et se prolonge en 
une fonction continue sur Mj\{^}, nulle sur 5^Mj\{^} et qui admet un pole en ^. 

De meme, si on pose 



d^j 



^Uo = 7^(0, 



alors pour tout ^ fixe la fonction x \-^ 4'j,x{0'^ ^^^ positive et X-harmonique sur Mj, et se 
prolonge en une fonction continue sur Mj\{^}, nulle sur d'^Mj\{^} et qui admet un pole en 

Corollaire A.7 (Principe de Harnack). Soit \ < Ag, soit f une fonction positive \-harmonique 
sur Mj, continue sur Mj. On a alors 



fix) = / fionAOdf^uio- 

JdMj 

En particulier, dans un compact de Mj contenant Xq, les valeurs de f sont des combinaisons 
convexes de ipf^iO ^ coefficients en ^ fixes, et ipf^iO ^^^ bornee (en x) sur ce compact. 

Ce principe de Harnack va nous permettre d'obtenir une convergence uniforme sur tout 
compact d'une suite de fonctions A-harmoniques. 

Demonstration du Theoreme de Sullivan. On salt que la suite Aq = \q{Mj) est decroissante, 
et qu'on a 

Ao(M) =infAo(Mj). 

Soit i > 0, et A < Ao, on a A < Aq pour tout j > 0. D'apres la construction precedente, 
pour tout j > 2, il existe une fonction A-harmonique fj strictement positive sur Mj avec 
condition de Neumann sur dM et valant 1 en Xq. On prolonge les {fj)j>o en des fonctions 
continues bornees sur M. Comme M est complete, il existe une fonction / vers laquelle (quitte 
a extraire une sous-suite) la suite des (fj) converge simplement. Comme les {fj)j>i sont A- 
harmoniques sur Mj, d'apres le principe de Harnack ci-dessus la suite converge uniformement 
vers / sur tout compact de Mj contenant xq. Par convergence dominee, / est A-harmonique 
sur tout compact de Mj, avec condition de Neumann sur dM, ce pour tout j > 0. 

Pour A = Aq, on considere une suite croissante de reels (A")„>o, avec 

lim A" = Ao, 



n— »oo 



et une suite (/n)n>o de fonctions A'^-harmoniques positives sur M, valant 1 en Xq, construites 
comme precedemment. Quitte a extraire une sous-suite, les (/„) convergent uniformement sur 
tout compact vers une fonction positive /o qui, par convergence dominee, est Ao-harmonique 

sur M. 

Reciproquement, soit A G M tel qu'il existe une fonction A-harmonique positive / sur Mj 
(avec condition de Neumann sur dM = d^Mj), on a 

Lemme A. 8. Pour tout t > 0, 



fix) 



e''p^{x,y,t)f{y)dV{y) 



,Ar(a;) 



/(^(r(a;)))l|.<,|rfnM. 



Demonstration. C'est simplement le Theoreme IA.4I ecrit a I'instant t > 0. 
On a done pour tout t positif, 

/(x)> / e^'p^{x,y,t)f{y)dV{y). 



n 



Mi 



Comme f{x) est finie et 



lim e^itpJ{x,y,t) = (f)l{x)(f)i{y), 



t—*oo 



avec (pl > sur Mj, on a necessairement A < Ag. Ceci est valable pour tout j G N, ce qui 
conclut la preuve du theoreme. 

n 
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